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The Calculation of One-Electron Integrals in the SCF-X~-SW-Method: I. The 
Normalization 

A normalization of the wave functions by means of the theoretical exact 
Multipte-Seattering-(MS)-formalism is discussed within the framework of the 
SCF-X~-SW-method. For the atomic and extramolecular regions the integrals 
of normalization can be easily determined and the results can be described by 
the corresponding electronic charges. The calculation of the integral of the 
interatomic region is problematic. The needful volume integration is only 
necessary to the Green's functions of the wave functions and can be solved by 
means of the residual theory. The further analytical calcuIation of the surface 
integrals leads to a complicated formalism which can be numerically evaluated. 

[Keywords: Multiple Scattering-X~-method (MS-X~), normalization of the 
wave functions, Normalization of wave functions, M S- X ~-method ] 

Einleitung 

Die SOF-X~-SW-Methode grfindet  sich au f  folgende drei Konzept io-  
h e n  

a) Das  , ,self-consistent-f ield"-Konzept ,  das schon friihzeitig einge- 
fiihrt wurde  1, 2 Den  bekann tes ten  Ver t re ter  stellt, die 8 C F - L C A 0 - M 0 -  
MethodeS, 4 mi t  ihren zahlreichen N~therungsansgtzen,  siehe z. B. 4-10 
dar.  

b) Die , ,statistische X~-Po ten t i a lngherung"  fiir das Aus tauschpo-  
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tentia111-13, mit dem die Wechselwirkung eines Elektrons mit sich 
selbst, wie sie im Coulombpotential noch enthMten ist, korrigiert wird. 

Ux T(1) = - - 9 ~ -  -pT(1) (1) 

[P T (1): spinabh~ngige Ladungsdichte, ~: empirischer Faktor] 

c) Der ,,scattered-wave"-Formalismus, der auf einen Vorschlag yon 
J.  C. Slater zurfickgehend yon K. Johnson zur LSsung der Einteilchen- 
Schr6dinger-Gleichung 

[ - -V 2 +  V(r) E J ~ ( r ) = 0  (2) 

eingeffihrt wurde 17 2o. 
Der letztgenannte FormMismus sei an dieser Stelle kurz skizziert. 

Den Ausgangspunkt bildet die Unterteilung des Raumes in Unter- 
r~ume (Zelle) mit den Volumina ~p, so dag die Wellenfunktion + (r) in 
L6sungsfunktionen der SchrSdinger-Gleichung ffir die Unterr/~ume p 
entwickelt werden kann. 

+ (r) = F~ c~ (E) ~L (r~; E) (3) 
L 

mit rp = r - - ~ p  und L = (l, m). 

Dutch die Raumaufteilung kann das Molekiilpotential V(r) in 
Zellpotentiale transformiert werden 21. Da bei dieser Methode die Zellen 
Kugelgestalt besitzen, wird in erster N~herung die Gtiltigkeit der MT- 
(muffin tin)-N~herung 14 16 ftir endliche Molekfile bzw. Cluster ange- 
nommen, so dal~ nur die kugelsymmetrischen Potentialkomponenten 
fiir L = (0, 0) berScksiehtigt werden. Fiir die resultierenden ,,Zwischen- 
rgume" wird das Potential volumengemittelt  und als konstant  betrach- 
tet  17-2~ Somit folgt t in Modellpotential der Form: 

~VP (rp), r v <_ bp (p = 1 . . . . .  N)  (4.1) 
V (r) = ~ V~I, r ~g2i~ (4.2) 

~V (ro), r0 2 b0 (4.3) 

(bp : Radius der p-ten Atomkugel), b0 : Radius der das Molekiil einschlieBenden 
Kugel, ~II: Volumen der Zwischenregion innerhMb der Molekfilkugel). 

Im weiteren wird fiir die Wellenfunktion ihre IntegrMdarstellung 
gew~hlt 

+(r) = ~GE(Lr' ) V (r') + ( r ' )dr '  (5) 
i 

wobei G E (r, r') die Greensehe Funktion des freien Raumes bedeutet. Die 
erforderliehen Entwicklungskoeffizienten gewinnt man schliei~lieh ~us 
der Anwendung des V~riationsprinzips auf  folgendes Funktional  A : 

A = ~ * ( r )  V(r) [~ (r) ~GE(r,r') Y(r ' )+(r ' )dr ' ]  d r  (6) 
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Dureh dieses Vorgehen k6nnen a.ns der Gleiehung (2) die Wellenhmk- 
tionen der Kugelregionen (p = 0, 1 . . . .  N) leieht verifiziert werden. 

'4 (r) = % (r~) = Y~ c~ (E) R~ (r~; E) Y~ (~) (7) 
L 

mit der P~adialfunktion R~ (rp; E) und den Bedingungen 

a) O<_rp < bp, p = l . . . . .  N 
b ) bo < rb < co, p = O 

Fiir die Zwisehenregion lgl3t sieh die Gleiehung (2) in die Helmholtz- 
Oleiehung tiberffihren (formell VII = eonst. = 0), deren LSsungen in 
Form von Nehrzentren-Part ialwellen-Entwiektungen folgende Struk- 
ta r  besitzen 17-2~ 22, 23. 

N 
+II(r) = ~ 2APL(E)JI ( •  ' ref2II (8) 

p=O L 

mit den energieabhs sph~risehen Zylinderfunktionen J~(• 
und • = +_ E ( T  VI~), so dal~ stets • > 0 gilt. 

/cl~)(• r~) (9.1) 
a) E < 0 " J~ (• rp) = [ il (• ro) (9.2) 

hi (• (10.1) 
b) E > 0: Jl ( •  = jz(• to) (10.2) 

Einen ausgezeiehneten Uberbliek zum praktisehen Vorgehen, um die 
Potentiale,  Eigenwerte und Wellenfunktionen zu bestimmen und zum 
gegenwgrtigen Stand der Anwendung der SCF-X=-SW-Methode findet 
man in dem Vorlesungsmanuskript yon N.  RSsch 9-2. 

Die Normierung der Wellenfunktion 

Die Einteilehen-Wellenfunktionen (7) und (8), die das SCF-X~-SW- 
Verfahren anfangs liefert, sind nieht normiert.  Die Normierung ist 
jedoeh notwendig, um eine neue SCF-Iteration durehf/ihren bzw. eine 
Anwendung der orthonormierten Funkt ionen ftir Einteilehen-Eigen- 
sehaftsuntersuehungen2a,24 vornehmen zu kSnnen. Das Normierungs- 
integral kann auf Grund der Auftei lung des Gesamtvolumens in die 
einzelnen I~egionen in eine Summe aufgespalten werden. Die IntegrMe 
tiber die kugelsymmetrisehen Regionen p = 0, 1 . . . . .  N k6nnen leieht 
best immt und numeriseh ausgewertet werden. Ihre LSsungen sind mit 
den jeweiligen L~dungen Q~ identisch. 
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und 

Das Normierungsproblem lautet: 

1 N 
-----= ~ ~ * ( r ) + ( r ) d r =  ~ Q p +  ~ +* (r) + (r) drlt (11) 
N~ 

~gesamt p =0 t)ii 
mit 

h 

Qp = ~ 4 r c r 2 . ~ p ( r ) d r ,  p = 1 . . . . .  N (12.1) 
0 

co 

Qo = ~4=r~-~o(r)dr, p = 0  (12.2) 

b o 
Die kugelsymmetriseh gemittelte L~dungsdiehte ~p wird aus dem 
WinkelintegrM bestimmt. 

1 
% (r) = ~-,=" ~ +* (r) ~ 0:) sin ~p d ~ d qo~ = 

1 
4~ ~ [C~P (E) R~P (rp ; E)] 2 (13) 

L 

ftir p = O, 1 . . . . .  N. 
Es verbleibt die LSsung fiber fllI, ffir dessen analytische Behand- 

lung drei m6gliehe Wege besehritten werden k6nnen. Da sieh die 
Wellenfunktion additiv aus den Anteilen der einzelnen Regionen 
zusammensetzt, die jeweils nu t  innerhalb der entspreehenden Region 
yon Null versehieden sind, gilt die Relation: 

+* (~)+ (r)drii  = ~ ~b~i (r) +H (r) d r  (14) 

fllI figesamt 

Zur Probleml6sung wird die Integraldarstellung der Funktion VII ( r ) ,  

die aus dem Streuwellen-Formalismus stammt,  verwendet. Es gilt 22, 2a : 
N -] 

(rp') T27~,| GE (rp, r v )dSp' (15) 
p=0 Sp u~ ] 

mit dem F1/~chenelement 

d S  = r2sinO dl~ d9 (16.1) 

und der Normalenableitung 

0 e-r 0 
- e . V  . . . .  ( 1 6 . 2 )  

& r 0r  

Die in (15) enthaltene Greensehe  Funktion erffillt die Gleiehung 

1 d [  
G E (r, r') - ~ exp [i f ( r - - r ' ) ]  - -  (17) 

(2 ~)3 k~ - -  E 
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Wegen ihrer Transformations-Invarianz gilt: 

GE (r, r') = G~ (r~, r j )  (18) 

was sieh leieht iiberprfifen lggt (vgl. Abb. 1). 
Werden die Gleiehungen (15) und (17) in die Gleiehung (14) substi- 

tuiert, zeigt sich, dab das Volumenintegral auf  die Greensehen Funktio- 
A" 

Zb 
Abb. 1_ Koordinatensystem. u Koordinatenursprung; 0 Zentren der Augen- 
kugel; P, Q 7Zentren der Atomkugeln p bzw. q; A', A" Punkte der Region II 

nen besehrgnkt ist. Unter  Beaehtung der Vektorenrelationen, die aus 
Abb. 1 folgen, erhglt man folgendes Integral: 

~[ G}(r~,r j )ae(rq ,  rq")dr = 

s 

1 d ~  
_ �9 i . i~ 

(2 ~)3 ~ exp [~ [ (rp --~:q - -  ~pq)] .k2 __ E (19) 

[Gleiehung (19) resultiert bei Beriieksiehtigung der Diracschen 8- 
Funktion].  

Um das verbleibende Integral fiber den /c-Raum zu bereehnen: 
werden folgende Annahmen gemacht:  

a) d [  = k2dk sini} d~  d~ (20.1) 

b) ~R' = rp'--rq"--~Jlpq = r j - - r p "  = r q  I r q "  (20.2) 

und c) die ka-Aehse soll parallel zum Vektor !R' verlaufen, 

d.h. ii~R' = i k R '  cos~ (20.3) 

Es folgt dann ffir die Gleiehung (19): 

G~} (rp, r j )  G E (rq, rq") d r = 

f~gesamt 

1 ~ dk  
- S sin (kR')(/c~--E) 2 (21) 

2=2R' o 
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Ffir die Untersuehung des Integrals (21) mfissen zwei F~tlle unterschie- 
den werden, 

a) •  E_<0 (22.1) 
b) • + E ,  E > 0  (22.2) 

die mittels der Residuen-Theorie behandelt werden. Somit existieren 
ffir das Integral (19) zwei L6sungen23: 

G~ (rp, rp') CE (rq, rq") d 1c = 

~ges~mt 
1 ~ exp (--•  E g O  (23.1) 

8~• ( s i n ( - - •  E > 0 (23.2) 

In Abh~ngigkeit vom Eigenwert E wird (23.1) bzw. (23.2) in die 
Gleiehung (14) substituiert, so dag im weiteren die aus Gleichung (15) 
stammenden Oberfl/~ehenintegrale gel6st werden mtissen. Dabei wird 
folgendermagen vorgegangen : 

1. Die Kugelradien rp werden um einen infinitesimalen Wert ~p 
erweitert, um zu gew/~hrleisten, dab die Oberfl/tehe $II Element der 
Zwischenregion II  ist. 

~, p = 0  

+s ,  p = l  . . . . .  N 

2. Von den Gleichungen (23) werden die bipolaren Kugelwellen- 
Entwicklungen bestimmt, wodureh eine Separation in Radial- und 
Winkelanteile erm6glicht wird. Nach 19 gilt beispielsweise: 

1 
- - e x p  (--•  ] r ' - - r" [ )  = 
8z:• 

• 
= Z I r ' - - r " 1 2 ( - - 1 ) l k l  (1) (• YL(?') YL(C) (24) 

Z L 

(mit r< = r' und r> = r", wenn r' < r", sonst umgekehrt). 
Ferner gilt die Entwieklung (vgl. Anhang)23: 

m i t Z l ( r < /  = 4r~ .r~< [ 1 (r<~ 2 1 1 
\r>/ 21 + 1 r~> -1 2 ~  kr>/ 2l 1 

3. Da die Integrate, die aus Gleichung (15) stammen, auf der 
Oberfigche S~I bestimmt werden, k6nnen in Gleiehung (15) ffir + (r') die 
Entwicklungen (7) substituiert werden, da ihre Funktionswerte wegen 
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der zu fordernden Stetigkeit mit denen von Cg (r) auf der Oberflgche S H 
identisch sind. 

Werden die Schritte 1. bis 3. beachtet, resultiert schlief~lich f~r das 
Integral (14) eine kompliziert gestaltete analytische L6sung, die folgen- 
de Struktur besitzt: 

N N 
+~ (~) +~ (~) d,. = Z Z ZEZN~..~,~,, % ' - ~ ) ,  (26) 

f~gesamt p=O q=O L L' L" 

Die Funktionen NLL,L,,Pq (rp'," E) werden der besseren LJbersichtlichkeit. 
wegen eingeffihrt. Ffir den FM1 (22.1) besitzen sie folgendes Aussehen: 

f[ d NL~@,(ro';E ) = 

�9 YL(%') YL, (6') 

[ { ]c}l) (• , 

d q •  
q;* (rO')--k~g~(ro)~%r]'2"(--1)l" 

�9 C~ ( E ) ' I L  (L'; L") 'bo ~" 

• 

�9 2 ( - -  1)z~1.4~. ~ (__ 1)/+l"' ~ IL,, , ,(L;L"' ) . 
L"' L .... 

"Jl"' (• rp')" YL"' (?p')'Jl"" (• Rpq)" YL"" (f~pq)" 

�9 Y L '  ( I ~ I ) '  0~,, (E)- U (L'; L")'bq 2" [{Jz (• bq)" 

"Z~,([rp' 9~pq[,bq)},R~,,(bq;E)] d S p '  

(27.1) 

(27.2) 

mit  

I L' L . . . . .  Y '~: ''~ . . . . . . . .  L ( ; ) = ~ YL (rq) L't q ] YL" (rq') sin 5q d aq d ?q (27.3) 

Ffir die Zylinderfunktionen 

J1 (z bq) = ~iz 
(• bq) q 

} ~/l, (,1~( ~ ~, 1 ) q 
P 

a~,,,(~.~j) = [~i~!(~o, ) p 

(ii"'(• Roq) ; P 
Jr'"(•215 ~ ; p 

[--~I,!!(• R~) ;  p 

gelten die ge l a t i onen  

4= o (28.1) 

= o (28 .2)  
# 0 (28.3) 

= o (28.4) 

= o, q # 0 (28 .5)  

# O, q = 0 (28.6) 

4:0, q 4 = 0 (28.7) 
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Aul3erdem mul3 

/ q *  0 (29.2) 

beachtet werden. 
[In den Gleiehungen (27.1) und (27.2) wurde die Wronsky-Sehreib- 

weise 

d d 
If(a:), g(x)] = f(X)~xxg(X) g(X)~xxf(X) 

verwendet.J 
Das endgiiltige Ergebnis wtirde man in diesem Fall erhalten, wenn 

man die Gleiehung (26) numeriseh auswertet oder abet die Kugelfunk- 
tionen 

YL,(]f--9~]) yon (27.2) in YL,(~') 

transformiert und dann die restlichen Oberflgchenintegrale in be- 
kannter Weise tSst. Analoges gilt ffir den Fall (22.2). Zur Normierung 
lassen sich ebenso die Gleiehungen der Einteilehen-Erwartungswerte, 
die in einer weiteren Arbeit behandelt werden 24, verwenden. 

Der gro6e Aufwand, den die exakte Normierung im MS-Formalis- 
mus mit sich bringt, macht den Nutzen einfacher approximativer 
Normierungsvarianten deutlieh. 

So fiihren N. RSsch und J. Ladik 22, .~s die Integration in der Region 
II  auf die Beziehung 

0 
< 5,~I I ~n > = A (E) (30) 

dE 

zurfick, wobei A (E) das in Gleichung (6) definierte Funktional ist. 
Weiterhin erhalten F. S. Ham und B. Segal122,26 mit Hilfe eines 
st6rungstheoretischen Ansatzes die Gleichung 

<+l~>=Y.O~/ 1 ~ . (31) 
p=0 

Hierbei bezieht sich die Potentialgnderung A V nut auf die Region II. 
Es ist offensichtlich, dab die Gleichungen (30) bzw. (31) einer 
numerischen Auswertung leichter zug~nglich sind als die Gleichungen 
(26) und (27). 
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A nhang 

Bei der Normierung der Wellenfunktion im MS-Formalismus war es 
notwendig, die Entwieklung des Abstands R = Jr1-- r2] naeh Kugelfunktionen 
zu kennen. Da diese Entwieklung nicht bekannt war, soll ihre Herleitung in 
diesem Abschnitt dargelegt werden. 

Fiir den Abstand R wurde von folgender Gteiehung ausgegangen : 

R = I~--r)l = (x 2 + y2- -2xyeosO)~  (A. 1) 

(0 ist der yon den Vektoren :~ und i? aufgespannte Winkel und x, y sind ihre 
Betr/ige). 

Die Gleichung (A. 1) kann in eine Potenzreihe entwiekelt werden. Unter 
Verwendung der Legendresehen Polynome und ihres Additionstheorems ergibt 
sieh dana 

<.F , R = Ir l - -r" l  = ~L:21 + 1 r ~  1 L 2 1 + 3 \ r > /  

,] 
2 I ~ 1  YL(~)YL(?9:) (A. 2) 

Zur Vereinfachung yon Oleichung (A. 2) kann der Radiatanteil zusammenge- 
faBt werden und soil folgendermaBen definiert sein: 

z ,  V 21 1 ' 

so dal~ R a]s 

R = tr,--r2[ = ~ Z~(r < ) Y L (~I) Y L (~2) (A.4) 
L \ r >  / 

aufgesehrieben werden kann ~3. 
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