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The Calculation of One-Electron Integrals in the SCF-X -SW-Method: I. The
Normalization

A normalization of the wave functions by means of the theoretical exact
Multiple-Scattering-(MS)-formalism is discussed within the framework of the
SCF-X ,-SW-method. For the atomic and extramolecular regions the integrals
of normalization can be easily determined and the results can be described by
the corresponding electronic charges. The calculation of the integral of the
interatomic region is problematic. The needful volume integration is only
necessary to the Green’s functions of the wave functions and can be solved by
means of the residual theory. The further analytical calculation of the surface
integrals leads to a complicated formalism which can be numerically evaluated.

{Keywords: Multiple Scattering-X ,-method (MS-X ), normalization of the
wave functions; Normalization of wave functions, MS-X , -method ]

Einleitung

Die SCF-X_-SW-Methode griindet sich auf folgende drei Konzeptio-
nen:

a) Das ,self-consistent-field*-Konzept, das schon frithzeitig einge-
fithrt wurdel>2. Den bekanntesten Vertreter stellt die SCHF-LCAO-MO-
Methode?:4 mit ihren zahlreichen Néherungsansitzen, siche z. B. 4710,
dar.

b) Die ,statistische X -Potentialndherung® fir das Austauschpo-
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tential1=18 mijt dem die Wechselwirkung eines Elektrons mit sich
selbst, wie sie im Coulombpotential noch enthalten ist, korrigiert wird.

1
3

3
Ux T(1)=*9a'[——'PT(1)} (1)
* 47
[¢7(1): spinabhéngige Ladungsdichte, «: empirischer Faktor]

¢) Der ,,scattered-wave*-Formalismus, der auf einen Vorschlag von
J. C. Slater zuriickgehend von K. Joknson zur Losung der Einteilchen-
Schrédinger-Gleichung

[=V2+ V(@) —E]d(x)=0 (2)

eingefiithrt wurdel?-20,

Der letztgenannte Formalismus sei an dieser Stelle kurz skizziert.
Den Ausgangspunkt bildet die Unterteilung des Raumes in Unter-
rdume (Zelle) mit den Volumina Q,, so daf} die Wellenfunktion ¢ (r) in
Lésungsfunktionen der Schrédinger-Gleichung fur die Unterrdume p
entwickelt werden kann.

b (1) = Y OL(E) ¢p(tp; E) 3)
L

mit 1, = r—R, und L = (I, m).

Durch die Raumaufteilung kann das Molekiilpotential ¥ (r) in
Zellpotentiale transformiert werden?!l. Da bei dieser Methode die Zellen
Kugelgestalt besitzen, wird in erster Naherung die Giiltigkeit der MT-
(muffin tin)-N&herungl4-16¢ fir endliche Molekiile bzw. Cluster ange-
nommen, so daBl nur die kugelsymmetrischen Potentialkomponenten
fir L = (0, 0) beriicksichtigt werden. Fur die resultierenden ,,Zwischen-
riume’’ wird das Potential volumengemittelt und als konstant betrach-
tet17-20, Somit folgt ein Modellpotential der Form:

Ve (rp), 1y <b, (p=1,.... N) (4.1)
Vir)=< Vi, 1eQp (4.2)
Ve (ro), 7o 2 by (4.3)

(bp: Radius der p-ten Atomkugel), b,: Radius der das Molekiil einschlieBenden
Kugel, Qrp: Volumen der Zwischenregion innerhalb der Molektlkugel).

Im weiteren wird fiir die Wellenfunktion ihre Integraldarstellung

gewdhlt
$)=JGp,x) V ()¢ () dr (9)

!

wobei G (r,t') die Greensche Funktion des freien Raumes bedeutet. Die
erforderlichen Entwicklungskoeffizienten gewinnt man schliefflich aus
der Anwendung des Variationsprinzips auf folgendes Funktional A:

A= V@) @) —[Gg ) V() b@)dr] dr (6)
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Durch dieses Vorgehen koénnen aus der Gleichung (2) die Wellenfunk-
tionen der Kugelregionen (p =0, 1 ..., N) leicht verifiziert werden.

9 (¥) =4y (tp) = 2 OL () BY (ry: B) Y (7)) (7
L

mit der Radialfunktion R (rp; &) und den Bedingungen

a)0<r, <bp,p=1,.., N
b)b@§’7'0<00,p:0

Fiir die Zwischenregion 1dBt sich die Gleichung (2) in die Helmholtz-
Gleichung tberfihren (formell Vi = const. = 0), deren Lésungen in
Form von Mehrzentren-Partialwellen-Entwicklungen folgende Struk-
tur besitzen1?-20,22,23;

¥
b )= Y Y AL(B)J;(nry) Y [ (Fp), 1eQp (8)
p=0 L

mit den energieabhéingigen sphérischen Zylinderfunktionen J;(x7,)
und 2 = + F (T Vyy), so daB stets x > 0 gilt.

B () (9.1)
a) B <0:Jy(ury) = ill(}”.o)p 9.2)
(e 7) (10.1)

b) B >0:J;(xrp) =
) B> 00T (erp) {jz (o 70) (10.2)

Einen ausgezeichneten Uberblick zum praktischen Vorgehen, um die
Potentiale, Eigenwerte und Wellenfunktionen zu bestimmen und zum
gegenwartigen Stand der Anwendung der SCF-X,-SW-Methode findet
man in dem Vorlesungsmanuskript von N. Edsch22.

Die Normierung der Wellenfunktion

Die Einteilchen-Wellenfunktionen (7) und (8), die das SCF-X -SW-
Verfahren anfangs liefert, sind nicht normiert. Die Normierung ist
jedoch notwendig, um eine neue SCF-Iteration durchfithren bzw. eine
Anwendung der orthonormierten Funktionen fiir Einteilchen-Eigen-
schaftsuntersuchungen?.24 vornehmen zu kénnen. Das Normierungs-
integral kann auf Grund der Aufteilung des Gesamtvolumens in die
einzelnen Regionen in eine Summe aufgespalten werden. Die Integrale
iiber die kugelsymmetrischen Regionen p = 0, 1, ..., N kénnen leicht
bestimmt und numerisch ausgewertet werden. Ihre Lésungen sind mit
den jeweiligen Ladungen ¢, identisch.
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Das Normierungsproblem lautet:

1
F= § vrEemd= S0+ § mewdy (D
R gesamt P=0 11
mit
= _r47c72-cp(r)dr, p=1,.., N (12.1)
und ° ©
Qo = j41:72-50 (r)dr, p=20 (12.2)

b

0
Die kugelsymmetrisch gemittelte Ladungsdichte o, wird aus dem
Winkelintegral bestimmt.

1
6p {r) =E'§¢*(I)¢(r)sin%pd8pdcp/p =

1
= E%‘[Cﬂ” (B) R (ry; E)]? (13)

firp=0,1,..., N

Es verbleibt die Losung tiber Qyy, fiir dessen analytische Behand-
lung drei mégliche Wege beschritten werden konnen. Da sich die
Wellenfunktion additiv aus den Anteilen der einzelnen Regionen
zusammensetzt, die jeweils nur innerhalb der entsprechenden Region
von Null verschieden sind, gilt die Relation:

fov*mdmdrg= [ d@mdar)dr (14)

Qrp gesamt
Zur Problemlésung wird die Integraldarstellung der Funktion {rp (1),
die aus dem Streuwellen Formalismus stammt, verwendet. Es gilt22,23:

0
Y (T Z | l: —¢ (Yp/)a} Gpltp, tp)diSy (15)
p=05p
mit dem Flachenelement
dS =r2sind dd de (16.1)
und der Normalenableitung
i:ta'V-——-*e'—r‘i (16.2)
O r Or
Die in (15) enthaltene Greensche Funktion erfillt die Gleichung
Gplr,t)=— [exp[it(x—1] af (17)
(2 )3 —E
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Wegen ihrer Transformations-Invarianz giit:

GE(Y,I’) = GE(rprrp/) (18)

was sich leicht Gberprifen 146t (vgl. Abb.1).
Werden die Gleichungen (15) und (17) in die Gleichung (14) substi-
tuiert, zeigt sich, dafl das Volumenintegral auf die Greenschen Funktio-

Abb. 1. Koordinatensystem. v Koordinatenursprung; O Zentren der AuBen-
kugel; P,Q 'Zentren der Atomkugeln p bzw. g; 4’, 4" Punkte der Region I

nen beschriankt ist. Unter Beachtung der Vektorenrelationen, die aus
Abb. 1 folgen, erhalt man folgendes Integral:

j G?(I@I’Q’)GE(Iq,rqu)dr =
Qges&mt
— 1 f s L on m df
,_(—2;)—§jexp [if(ry) —1g"—Ry)] Ty
[Gleichung (19) resultiert bei Beriicksichtigung der Diracschen 3-
Funktion].

Um das verbleibende Integral tber den k-Raum zu berechnen,
werden folgende Annahmen gemacht:

(19)

a) df = 2dksin$ d9 do (20.1)
b) R =1) —1 —Ryg =1, —1," =1,/ —1," (20.2)

und c) die k3-Achse soll parallel zum Vektor R’ verlaufen,
d.h. iTR =ik R cos$ {20.3)

Es folgt dann fiir die Gleichung (19):

j‘ Gi (rplrp,) G_E (rq,rq”)dr =
Qgesamt

o dk
Sin (]CR)M (21)

D Loy §

:21121‘1"
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Fiur die Untersuchung des Integrals (21) miissen zwei Félle unterschie-
den werden,

a)w2=—FK, E<0 (22.1)
b)2=+E E>0 (22.2)

die mittels der Residuen-Theorie behandelt werden. Somit existieren
fiir das Integral (19) zwei Losungen?23:

j Gz‘ (rjfh rp,) GE (rQa r(]”) d r=
Q

gesamt
1 _{exp (—=R'), E<0 (23.1)
8mx (sin(—xR), E>0 (23.2)

In Abhingigkeit vom Eigenwert E wird (23.1) bzw. (23.2) in die
Gleichung (14) substituiert, so daB im weiteren die aus Gleichung (15)
stammenden Oberflachenintegrale gelost werden miissen. Dabei wird
folgendermallen vorgegangen:

1. Die Kugelradien r, werden um einen infinitesimalen Wert ¢,
erweitert, um zu gewéhrleisten, dall die Oberfliche Sy; Element der
Zwischenregion II ist.

{e, p=0

Ep =

+ g, p=1, .., N

2. Von den Gleichungen (23) werden die bipolaren Kugelwellen-

Entwicklungen bestimmt, wodurch eine Separation in Radial- und
Winkelanteile ermdglicht wird. Nach?? gilt beispielsweise:

exp (—x|t'—1"|) =
g Pl x| 1)

= §|r’—r”|2(—1)lkl<l) (ers )iy (er) Yp(7) Y (7) (24)
L

(mit r . =+ und ro = 7", wenn 7' < r”, sonst nmgekehrt).
Ferner gilt die Entwicklung (vgl. Anhang)?3:

v —1|=Y 7, <5> Yo%) Y1) (25)
L UES

e (2) =5 v 5 s () -
\ro) 2t+1 ST 2143/ 211

3. Da die Integrale, die aus Gleichung (15} stammen, aul der
Oberfliche Sy bestimmt werden, kénnen in Gleichung (15) fir ¢ (r') die
Entwicklungen (7) substituiert werden, da ihre Funktionswerte wegen
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der zu fordernden Stetigkeit mit denen von Uy (r) auf der Oberfliche Sty
identisch sind.

Werden die Schritte 1. bis 3. beachtet, resultiert schlielilich fir das
Integral (14) eine kompliziert gestaltete analytische Losung, die folgen-
de Struktur besitzt:

Mz

I oet@yn

Qgesamt

N
DYDY Ny E) (26)
L. T

0 g=0

I

v

Die Funktionen N%,,. (r,'; E) werden der besseren Ubersichtlichkeit
wegen eingefihrt. Fur den Fall (22.1) besitzen sie folgendes Aussehen:

d d |«
N%Y (s B) = J[dr' LV‘(ro')‘—‘?*(fo/)a;‘,JE‘(“l)l‘
0 0
Y (o) Y (7)) O (B)- I (L5 L") - bg?-

ka’(xbo)zlv(l)}, RY. (by; E)]dso/ (27.1)
0

d d
N oy B = ﬂ: — % (1) —o* (1) :I

dr'y d'y

-~

A e
.é(_l)lsl.;}n.z (*I)H—l Z ]L”"(L;L/”)‘

L L
'JL’(&@YL ( Ve (Kqu)'YL"”(qu)'
Yty —Rpgl) CL(E) - 1 (L5 L) b2 [{J 1 (v bg) -
'Z,y(\tp'fsﬁpql,bq)},Rgl(bq;E}]'dSp' (27.2)
mit,

TS Ly =Y L)) Y (7)) Y (7)) sin 8" A8, d o, (27.3)

Fir die Zylinderfunktionen geiten die Relationen:

PSS CLL N A (28.1)
Ml g 3

S (ery) = e (e’ p+0 )
e TS (g’ p=0 (28.4)
(e Rog) 5 p=0,9%0 (28.5)
Jpr(xRpg) =ip R 5 p+0,¢=0 (28.6)
— W (e Rpg): p #0, 940 (28.7)
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AuBerdem mul3

Z, <'rp;‘0m”ﬂ> ; ¢g=0 (29.1)

Zl’('rp’“’iRpQqu): ; b
Z, _q_ﬂ) +0 29.2
l l(ll"p*‘ﬁpql q (29.2)
beachtet werden.

[In den Gleichungen (27.1) und (27.2) wurde die Wronsky-Schreib-
welse

d

d f
8 @)

[f (@), g(x)] = f(x) (z) —g ()~
dz
verwendet. ]

Das endgiiltige Ergebnis wiirde man in diesem Fall erhalten, wenn
man die Gleichung (26) numerisch auswertet oder aber die Kugelfunk-

tionen
Yo (v —R]) von (27.2) in Y, (#)

transformiert und dann die restlichen Oberflichenintegrale in be-
kannter Weise 16st. Analoges gilt fiur den Fall (22.2). Zur Normierung
lassen sich ebenso die Gleichungen der Einteilchen-Erwartungswerte,
die in einer weiteren Arbeit behandelt werden?, verwenden.

Der groBe Aufwand, den die exakte Normierung im MS-Formalis-
mus mit sich bringt, macht den Nutzen einfacher approximativer
Normierungsvarianten deutlich.

So fithren N. Rosch und J. Ladik??.% die Integration in der Region
I1 auf die Beziehung

0
<y >=-—AE 30
byr | Y ey (&) (30)
zuriick, wobei A () das in Gleichung (6) definierte Funktional ist.
Weiterhin erhalten F. §. Ham und B. Segalli?2.26 mit Hilfe eines
storungstheoretischen Ansatzes die Gleichung

' ul AE
<yly> =Y @ /{1—-2) (31)

AV

p=0
Hierbei bezieht sich die Potentialdinderung A V nur auf die Region II.
Es ist offensichtlich, daB die Gleichungen (30) bzw. (31) einer
numerischen Auswertung leichter zuginglich sind als die Gleichungen
(26) und (27).
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Anhang

Bei der Normierung der Wellenfunktion im MS-Formalismus war es
notwendig, die Entwicklung des Abstands E = |1} —1,| nach Kugelfunktionen
zu kennen. Da diese Entwicklung nicht bekannt war, soll ihre Herleitung in
diesem Abschnitt dargelegt werden.

Fiir den Abstand & wurde von folgender Gleichung ausgegangen:

=|x—1)|=(x2+y2—2xycos®)% (A1)
(@ ist der von den Vektoren X und 1 aufgespannte Winkel und #, y sind ihre
Betrige).

Die Gleichung (A.1) kann in eine Potenzreihe entwickelt werden. Unter

Verwendung der Legendreschen Polynome und ihres Additionstheorems ergibt

sich dann
i 2
47 7 1 7
R=ly—1nl=Y = [ <_<> —
LZH—lr 21+ 3

i
21—1

Zur Vereinfachung von Gleichung (A.2) kann der Radialanteil zusammenge-
faft werden und soll folgendermaflen definiert sein:

Z<r<> 4n ¢l<[ 1 <r<>2 1 ] A3
oo/ 241/ Tl2r 43 2111 ‘

so daB R als
—111—12\—ZZ1( >YL( ) Y1 (Fe) (A.4)
L 7>

:|YL (71) ¥ (72) (A.2)

aufgeschrieben werden kann23.
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